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АНОТАЦІЯ У статті описано принцип представлення модульованих сигналів на основі ряду Фур’є двох змінних. Показано 
переваги незалежного опису несучої і модулюючої функцій. Наведено формули розрахунку спектральних складових і 
гармонік на основі ряду Фур’є двох змінних. Отримано дискретизовані формули для розрахунку спектру на основі ряду 
Фур’є однієї та двох змінних. Показано доцільність використання формул швидкого перетворення Фур’є для зменшення 
обсягу математичних розрахунків. Проведено адаптацію методики швидкого перетворення Фур’є для розрахунку спектру 
модульованих сигналів на основі ряду Фур’є двох змінних, для чого додатково здійснюється  процедура сумування та 
перегрупування гармонік за номером. Проведено аналіз трудомісткості розрахунків за пропонованою методикою 
розрахунку спектру та показано в скількі разів вона зменшується у порівнянні з безпосереднім розрахунком спектру за 
початковими формулами. 
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ABSTRACT Pulse modulated signals is useful to represent based on double Fourier series. The article describes the principle of 
representation of modulated signals based on double Fourier series. The advantages of an independent description of carrier and 
modulating functions are shown. The expediency of using the double Fourier series to analyze the spectrum of modulated signals, 
where the modulation multiplicity does not have an integer value, or the law of modulation or carrier functions change is 
parametric, which may cause the appearance of subharmonic oscillations, is shown. The formulas for calculating the spectral 
components and harmonics on the basis of the Fourier series of two variables are given. The discrete formulas for calculating the 
spectrum based on Fourier series of one and two variables are obtained. It is shown the expediency of using Fourier transforms to 
reduce the amount of mathematical calculations. The adaptation of the Fast Fourier Transform method to the calculation of the 
spectrum of modulated signals based on the double Fourier series is carried out, in addition, the procedure of summation and 
rearrangement of harmonics by the number is carried out. The number of the function descrete values for given number of spectrum 
harmonics based on Kotelnikov theorem are estimated. An analysis of the complexity of calculations according to the proposed 
method for calculating the spectrum and shows how many times it decreases in comparison with the direct calculation of the 
spectrum by the initial formulas. The recommendations for spectrum calculation proposed based on proposed procedure depend on 
descrete values of primary function are given. 
Keywords: double Fourier series; fast Fourier transform; modulated signal 
Вступ 
Сигнали з імпульсною модуляцією можуть 
бути описані у компактній формі на основі ряду 
Фур’є двох змінних [1-3]. Одна зміна ряду описує 
несучу функцію закону модуляції, а інша – 
модулюючу функцію. Завдяки незалежному опису 
модулюючої і несучої функцій, аналітичний запис 
модульованого сигналу на основі ряду Фур’є двох 
змінних описує набір модульованих сигналів з 
кратністю модуляції Р, що лежить в межах від нуля 
до нескінченності, Р Є [0..∞]. Тому вказану форму 
опису модульованих сигналів доцільно 
використовувати для аналізу спектру модульованих 
сигналів, де параметр Р має не ціле значення або 
закон зміни модулюючої або несучої функцій є 
параметричним, що може спричинити виникнення 
субгармонічних коливань [4-9]. 
Коефіцієнти ряду Фур’є двох змінних Cmn, які є 
спектральними складовими сигналу з кратністю m 
відносно частоти несучої функції і кратністю n 
відносно частоти модулюючої функції, розраховують 
за формулою [10,11]: 
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де f(x,y)  – функція, спектр якої розраховується, 
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b1(y), b2(y) – аналітичні вирази від функції y у межах 
інтегрування за змінною x. 
Очевидно, що подвійний ряд (1) утворено штучно для 
зручного опису впливу несучої і модулючої функцій 
на сигнал однієї змінної. При цьому особливістю 
подвійного ряду (1) є залежність зовнішнього 
інтегралу за змінною y від внутрішнього за змінною x. 
Застосування ряду Фур’є двох змінних дає 
можливість розрахувати спектральну характеристику 
модульованого сигналу в аналітичній формі. Формула 
для розрахунку амплітуди гармоніки k вихідної 
напруги Ck на основі ряду Фур’є двох змінних є такою 
[12]: 
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Згідно з формулою (2) лише частина 
спектральних складових Cmn (1) використовується для 
розрахунку модульованого сигналу. 
При чисельному розрахунку спектру інтеграл 
(1) дискретизується і з нього утворюється ряд. Для 
зменшення обсягу математичних операцій при 
розрахунку спектру у дискретній формі часто 
використовують швидке перетворення Фур’є для 
функцій однієї або декількох змінних [13,14]. В 
даному випадку коефіцієнти інтегралу (1) 
використовуються для обчислення ряду (2), при 
цьому для цього потрібно порахувати лише незначну 
частину коефіцієнтів Cmn. У статті пропонується 
методика розрахунку параметрів Cmn і Ck з 
мінімальною кількістю математичних операцій. 
 
Мета статті 
 
У статті описуються особливості розрахунку 
спектру модульованих сигналів на основі ряду Фур’є 
двох змінних та показуються переваги опису 
модульованого сигналу як функції двох змінних: 
перша змінна описує модулюючу функцію, друга 
змінна описує несучу функцію.  Аналізується 
можливість використання алгоритмів швидкого 
перетворення Фур’є для зменшення трудомісткості 
розрахунків при використанні ряду Фур’є двох 
змінних та оцінюється кількість математичних 
операцій при використанні швидкого перетворення 
Фур’є. 
 
Основні теоретичні положення  
 
При обчисленні подвійного інтегралу (1) 
можливі варіанти, коли внутрішній інтеграл виразу 
(1) може бути розраховано аналітично. Для цього 
необхідно: 
1) можливість розділення функції двох 
змінних f(x,y) на добуток двох функцій однієї змінної 
f1(x), f2(y): 
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2) існування аналітичного інтегралу функції: 
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У цьому випадку спектральні компоненти Cmn 
розраховуються через інтеграл однієї змінної: 
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Тому для пришвидшеного розрахунку 
спектрального складу модульованого сигналу за 
формулою (2) доцільно розробити методики для двох 
випадків представлення спектральних компонент Cmn 
у виді (1) та (5). Якщо дискретизувати ці інтеграли і 
підставити до формули (2), отримаємо: 
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Внутрішні суми в формулах (6) і (7) є 
дискретними формулами перетвореннями Фур’є для 
розрахунку спектру. Формула (6) – для функції двох 
змінних, (7) – для однієї змінної. Відмінністю між 
класичними формулами дискретного перетворення 
Фур’є і аналізованими є те, що в даних формулах у 
показнику ступеня за змінною y замість значення k 
використовується вираз (k-mP), тому після 
використання формули швидкого перетворення Фур’є 
необхідно змінити індексацію розрахованих гармонік. 
Також необхідно враховувати сумування за 
параметром m. Для точного розрахунку значення 
гармонік за формулами (6) і (7) до Nmax включно 
значення параметра m повинно змінюватись від нуля 
до значення Mmax: 
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Крок дискретизації Δx і Δy розраховується 
згідно з теоремою Котельникова. Максимально 
можливе значення кроку визначається з найвищої 
гармоніки, значення якої розраховується Nmax. Для 
ряду Фур’є однієї змінної (7) максимальний крок 
Δymax розраховується за формулою: 
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для ряду Фур’є двох змінних (6): 
 max max
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Для забезпечення необхідної точності кроки Δx 
і Δy доцільно брати на порядок меншими, ніж кроки 
Δxmax і Δymax: 
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Кроки інтегрування Δx і Δy, розраховані за 
формулою (11) є наближеними і залежно від 
необхідної похибки розрахунків можуть бути, як 
більше так і менше, ніж розраховані за формулою 
(11).  
 
Принцип розрахунку спектру модульованого 
сигналу на основі швидкого перетворення Фур’є 
 
При безпосередньому використання алгоритму 
швидкого перетворення Фур’є використовуються 
формули: 
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Для подальшого обчислення значення гармонік 
за формулами (6) і (7) потрібно здійснити сумування 
по змінній m та перегрупування гармонік за номером, 
оскільки в формулах (12) і (13) номер гармоніки 
відповідає значенню k, а в формулах (6) і (7) – (k – 
mP). 
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Отже, розрахунок спектру є двоетапним: 
спочатку використовуються формули для швидкого 
перетворення Фур’є, потім здійснюється сумування 
гармонік з перегрупуванням за формулою (14). 
 
Аналіз трудомісткості розрахунків 
 
Існуючі методи розрахунку спектру швидкого 
перетворення Фур’є [15] для функції однієї змінної 
мають трудомісткість OШ(Nlog(N)), де N – кількість 
розрахованих гармонік. При розрахунку 
трудомісткості беруться до уваги лише операції 
множення, оскільки час їх розрахунку значно більше 
ніж операцій додавання. 
Якщо для функції двох змінних f(x,y) за 
змінною x необхідно розрахувати N1 гармонік, а за 
змінною y – N2, сумарна кількість спектральних 
компонент Cmn складає N = N1·N2. Трудомісткість 
розрахунку О спектральних компонент Cmn функції 
двох змінних f(x,y) у загальному випадку є такою ж як 
і для функції однієї змінної – OШ(Nlog(N)). Оскільки 
сумування гармонік з перегрупуванням за формулою 
(14) не потребує додаткових операцій множення, то 
трудомісткість алгоритму залишається такою ж. 
За умови розрахунку спектру безпосередньо за 
формулами (6) і (7) трудомісткість розрахунків 
складає O(N2), де N = N1·N2·Mmax. Отже зменшення 
трудомісткості розрахунків за умови використання 
швидкого перетворення Фур’є складає: 
 
 
2
max 1 2
1 2
.
log( )Ш
M N NO
O N N
  (15) 
 
Згідно з формулою (15) доцільність формули 
зростає зі збільшенням кількості гармонік, що 
розраховується, та зі збільшенням значення параметра 
Mmax. 
 
Висновки 
 
В статті показано можливість використання 
функції двох змінних для опису модульованих 
сигналів, де перша змінна описує модульовану, а 
друга несучу функцію сигналу, що доцільно 
використовувати для аналізу спектру модульованих 
сигналів з довільним значенням кратності модуляції 
або параметричного закону зміни модулюючої або 
несучої функцій, що може спричинити виникнення 
субгармонічних коливань.  
Запропоновано методику використання 
швидкого перетворення Фур’є для розрахунку 
спектру модульованих сигналів, що додатково 
містить операції сумування гармонік з їх подальшим 
перегрупуванням. Проаналізовано зменшення обсягу 
математичних операцій у порівнянні з безпосереднім 
використанням формул для розрахунку спектру і 
показано, що  доцільність запропонованої методики 
розрахунку спектру зростає зі збільшенням кількості 
гармонік, що розраховується, та зі збільшенням 
значення параметра m. 
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АННОТАЦИЯ В статье описан принцип представления модулированных сигналов на основе ряда Фурье двух переменных. 
Показаны преимущества независимого описания несущей и модулирующей функций. Приведены формулы расчета 
спектральных составляющих и гармоник на основе ряда Фурье двух переменных. Получено дискретизированные формулы 
для расчета спектра на основе ряда Фурье одной и двух переменных. Показана целесообразность использования формул 
быстрого преобразования Фурье для уменьшения объема математических расчетов. Проведено адаптацию методики 
быстрого преобразования Фурье к для расчета спектра модулированных сигналов на основе ряда Фурье двух переменных, 
для чего дополнительно осуществляется процедура суммирования и перегруппировки гармоник по номеру. Проведен анализ 
трудоемкости расчетов по предлагаемой методике расчета спектра и показано в сколько раз она уменьшается по 
сравнению с непосредственным расчетом спектра по начальным формулами. 
Ключевые слова: ряд Фурье двух переменных быстрое преобразование Фурье; модулированный сигнал. 
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